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‘&uxième épreuve de.mathématiques 


Calculatrice de poche, y compris programmable et alphanumérique, à fonctionnement 
autonome, non imprimante, autorisée conformément à la circulaire n° 86-828 du 28 juillet 1986. 


_ 
L'usage de iout ouvrage de référence, de tout dictionnaire et de tout auire 
matériel électronique est rigoureusement interdit. 


Tournez la page S.V.P. 


Notations: 
Si (a ) LEZ est une suite de nombres complexes, on dit que la série 
+00 ; ; +00 +0 
+. a converge si et seulement si les séries } a et » a convergent. 
ñn= -0 n=0 n=1l 


Le n-ième coefficient de Fourier d’une fonction f continue par morceaux 
sur R, périodique de période 2, à valeurs dans €, est noté 0; il est 


défini pour n dans Z par: 


1 2x -int 
c (D = Jo SH. 


La première partie est consacrée à des résultats préliminaires: des 


convergences d'’intégrales en I.A. et des sommes de séries en I.B. 


. : 1 ; 
Dans la partie II.A. on transforme des fonctions de classe C de R à 
valeurs dans ©, ayant une propriété de décroissance à l'infini, en des 


fonctions ?2n-périodiques, ce qui permet d'établir une formule  sommatoire. 
2 
Cette transformation est ensuite appliquée, en IT.B., à la fonction x e”. 


Le but de la partie III est l'étude du comportement asymptotique d'une 
suite définie par une intégrale. Cette étude est ensuite utilisée pour 


examiner la convergence d'une suite définie implicitement. 


Les séries de Fourier sont employées dans les parties I.B. et II. 


Les résultats et les théorèmes utilisés au cours des démonstrations 


doivent être clairement énoncés par le candidat. un" 


Les parties II et III sont indépendantes 


Dans cette partie, f désigne une fonction continue sur R, 2n-périodique, 


, à valeurs dans C. 


+ 


A.1.Vérifier pour tout réel «>l la convergence de l'intégrale | ao) dt 


1 t 


A.2.i.Montrer que f est la dérivée d’une fonction 2n-périodique si et 


seulement si AU) est nul. 


A.2.ii.En déduire, pour tout réel B>0, la convergence de l'intégrale: 


| f(D-c (f) ESC. 


dt . 
B 


t 
1 


A.3i.Soit B un réel de l'intervalle .]0,1] . Si c (0 est non nul, donner 


X f(t) 
| F dt : ES- | 
1 


un équivalent en + de la fonction: x 


A.3.ii.A quelle condition l'intégrale —— dt est-elle convergente ? ESC : 


t 
x $ 
jsin t| 
| dt . ESC. 


1 


A.3.iüi. Donner un équivalent en + de la fonction: x 


PE) 


+0 
: RTE 2 
B.1.Justifier la convergence de la série: EAU] . ÉsC- : 
k=-0o0 


Lorsque f est de plus de classe ei par morceaux, comparer c, (D et c(Py 


+0 +00 
Lire D. 2 2 
en déduire la convergence des séries: À Kk [CAO] et EAC]! Ex - 
k=-0 k= -œ TEST en 

Montrer alors l'existence d’un réel S>0, indépendant de f, tel que: 
+0 14 : 1/2 
ÿ [EAU] < [EAU] +S [ [Pt at Esc_- 
k=-00 0 al 
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B.2.En utilisant la fonction 2n-périodique définie sur l'intervalle  {-u,tul 


= AT 
par g(t) = t, montrer que = et calculer la somme des séries: 
2 12 — 
n ESC - 
n=1 —_— 
œo co 
1 1 
EL ) + 
n n 
nz=l n=il 


B.3.0n suppose que f est de classe à par morceaux, montrer alors que pour 
tout réel x on a: 
I 7 2. nf" 2 
| fx ce ft) dt |” = + | [PO dt . ESC_- 
0 0 CRUE 
Montrer qu’il existe une fonction réelle æ non constante, continue sur R, 


1 ne _ 
de classe C par morceaux et 2n-périodique, vérifiant: 


D ai 2. nf" 2 
sup | 60 -+— f 20 dt [= [Ip @ dt 
xER 0 0 


Il 


A. Dans cette partie, g désigne une fonction de classe eu de R à valeurs dans 
© vérifiant la condition (R) suivante: 
(R):il existe a«>l et Mx0 tels que pour tout réel x : 
Ix]* [ec] < M et 1x|“ 1800] < M 


A.i1.Montrer que la suite de fonctions (G 50 définies par: 
+N . 
G NC = 21 ) g(x+2nn) , ea 
EN 


converge uniformément sur tout intervalle borné de R. 


A.2.0On désigne par G la limite de la suite (GG) K>0 . Démontrer que G est une 


fonction 2n-périodique de classe eu 

+0 ikt 
A.3.Démontrer que pour tout k dans Z l'intégrale Î g{t) e'" dt converge ct 
-c0 


a pour valeur c (G) . En déduire l'égalité: 
+00 +00 +00 


2% ÿ g(2nx) = À | | gt) et at 


n= -00 k=-0 -0 


— 5 — 


l : 
A.4.Plus généralement, montrer que si h est une fonction de classe C' sur R à 
valeurs dans © vérifiant la condition (R), alors pour tout réel A>0 on a: 


+00 +00 +00 
À à h(nà) = Ÿ [ | ht} e FEU at] 
N=-0 Kk=-00 -0 


B.1.Pour r>0, on pose : 


D(r)= {one R? / x 24? = F et A(r)= {œye R? / Ixl=ret ly} = r} : 


2 2 
Cateutr | e% #7) dx.dy . 
Dr) 


2 2 
En déduire par un encadrement convenable de ï | e® +) dx.dy les 


ACr) 
inégalités: 


+00 


2 CL 
B.2. Pour tout réel y on pose: ro | ex | ax fenu 7 
RE) 


-œ 


B.2.. Donner a valeur de F(0). Montrer que F définit une fonction 


constante sur R ( On pourra introduire la suite EE) >0 définie par 
+n 


2 
F@| ei 4x et calculer la dérivée de F). 


n 
+00 


2 ., 
B.2.ïi. En déduire la valeur des intégrales: [ e*e 2 dx 


-0 
a 
B.3. En utilisant le résultat de II A.4, démontrer pour tout a>0 l'égalité: 
+0 2 +00 2 
: ra k 1 » -nK"/a 
e = — e 
a 
k=-0o0 k=-00 
+0 2 
B.4. Pour x>0 on pose w(x) = é_e 
k=-0œ 


Montrer que ÿ est une fonction indéfiniment  dérivable sur l'intervalle 
10, +00. 
Etablir que pour tout x>0 on a: 


-l 


0< p(x)-1 <2 (1)! et pG=x 2x). 


En déduire que: 


: 1 
lim( y) - x 7) = 0. Tournez la page S.V.P. 


HI 


A.1. Vérifier que pour tout entier Nzl et pour tout réel u de {0,1] on a: 
N 
n+l u” u D 
= FA — EE 
| In(I+u) (-1) = | Ni 
n=i 1 


En déduire la valeur de l'intégrale | put du 
0 


A.2. Etablir pour tout entier nz1 la majoration: 
1 1 


[n | inter") dt - | OP LES 
- u n+i 


En déduire pour tout x de [0,1[ la limite de la suite (u ) définie par: 
1 
u = à | In(i+t") dt 


n 
L:4 


A.3. Soient «à un réel de [0,1[ et f:[x,1] 
I 


2 
Démontrer que la suite Ven [ ft) In(i+t) dt converge vers + (1) EC 


> R une application continue. 


L:2 
(On étudiera d’abord le cas où f(1)=0 ) . 


B. On utilise la notation U =0(1/n°) Pour traduire que la suite (HD À 
vérifie: lim nU 0 


Soit f une application à valeurs réelles, de classe Cl sur l'intervalle f[a,b] 
où 0O<a<b. 
p n 
On pose: ie ur dt 
n 
a l +t 


im nl =0. 


B.1. Dans le cas b<l, montrer que pour tout entier pz0 on a l!| 
n —> +0 n 


B.2. On suppose b=1 . À l’aide d’une intégration par parties, démontrer que: 


[= Un? f(}P() © 


2 
. 2 TS + o(L/n ) 


; 


B.3. Lorsque azi, déduire des cas précédents l'existence de deux constantes À 
ct u, que l'on exprimera, dans le cas a=l,en fonction de f(1) et P(I), telles 


que: 


1 = Î fo atx À H + o(1/n?) 


a n n 


En déduire que si a<l<b alors on a: 
b 


; 2 e 
| do ae. MOEEOT 2 an) + 
n 2 6 
1 n 
" 
&.4. Déterminer, suivant les valeurs du nombre réel positif y, trois constantes 


À; À, et À, telles que: 


Ÿ 

t | À À 

Î 2 dt= A+ Re — + o(1/n?) 
0 1 +t n n 


B.5. Soit à« un réel positif. Montrer que pour tout entier n il existe un €t un 
X 


n 
seul réel, noté x, tel que : 
n 
ë 1 +t 


En examinant successivement les cas : 0 < &« < e-l , e-l < « puis «= e-1, 


studier la convergence de la suite (x 
F 8 1 : \ n/n>0 


oo 


